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             ABSTRAK 
 
 
Tugas akhir ini membahas tentang masalah pengambilan keputusan dari beberapa strategi yang 
tersedia dalam permainan berjumlah dua orang berstrategi murni dengan konsep Nash Equilibrium. 
Dilemma ditunjukkan sebagai contoh untuk memperkenalkan teori Nash Equilibrium adalah sangat 
berguna dalam kehidupan nyata. Hasil penelitian menunjukkan bahwa mengenai aturan main antara 
kedua pemain sangat mempengaruhi optimalitas nilai permainan. 
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1.1 Latar Belakang 
Teori permainan dikembangkan untuk menganalisis situasi persaingan yang 
meliputi kepentingan yang bertentangan. Dalam teori permainan diasumsikan ada dua 
atau lebih pemain dengan tujuan yang berbeda, selanjutnya setiap orang dianggap 
mengetahui tujuan dari lawannya. Teori permainan mencari pemecahan untuk 
permainan dengan mengasumsikan bahwa setiap pemain bermaksud memaksimalkan 
keuntungan yang diharapkan atau setara dengan itu minimalkan kerugian. Kriteria ini 
didasarkan pada pandangan konservatif terhadap persoalan, dinyatakan sebagai 
kriteria minimaks atau maksimin ini merupakan dasar dari strategi permainan yang 
semula dikembangkan oleh Jhon Van Neumann dan Oskar Morgenstern dan 
diterapkan dalam berbagai bidang. 
Penerapan teori permainan diterapkan dalam berbagai bidang salah satunya 
mencakup pula situasi persaingan dalam ekonomi. Setelah ada beberapa terlihat dari 
hasil karya kedua penemu di atas yang belum sempurna di dalam keseimbangan 
Nash, maka sekarang muncullah penemu yang bernama John Nash pada tahun 1950-
1953, ia menunjukkan keseimbangan di dalam permainan N-orang,”permainan tak 
kooperatif”, dan dua orang di dalam permainan kooperatif menurut John Nash, 
keseimbangan adalah jika ada serangkaian strategi untuk permainan dimana tidak ada 
pemain yang bisa memperoleh keuntungan dengan mengubah strateginya, sementara 
pemain lagi menjaga strategi mereka tetap tidak berubah, kemudian rangkaian strategi 
hasil yang bersesuaian membentuk keseimbangan Nash.  
Berdasarkan penjelasan di atas, maka penulis merasa tertarik untuk meneliti 
tentang teori permainan dengan menggunakan strategi Nash, oleh karena itu penulis 
mengajukan judul tugas akhir ini dengan “ Kendali Optimal Permainan Non-
Kooperatif Kontinu Skalar Dua Pemain dengan Strategi Nash “. 
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1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang masalah, maka dapat dirumuskan permasalahan 
dalam penelitian ini adalah untuk  menunjukkan dalam kondisi seperti apa strategi 
Nash itu ada. 
 
1.3 Batasan Masalah 
Dalam penulisan skripsi ini permasalahan dibatasi untuk teori permainan non-
kooperatif kontinu skalar dua pemain dengan strategi Nash untuk waktu tak hingga. 
 
1.4 Tujuan Penelitian  
Tujuan penelitian ini adalah untuk menunjukkan dalam kondisi seperti apa 
strategi Nash itu ada, dalam permainan ini untuk mencapai tujuan yang diinginkan. 
 
1.5 Sistematika Penulisan 
BAB I          Pendahuluan 
Berisikan tentang latar belakang masalah, perumusan masalah, 
batasan masalah, tujuan penelitian dan sistematika penulisan. 
BAB II         Landasan Teori 
Berisikan teori-teori yang mendukung tentang teori permainan 
non-kooperatif kontinu skalar dua pemain dengan strategi Nash. 
BAB III       Metodelogi Penelitian 
Berisikan mengenai literatur, yaitu dengan membaca buku-buku 
dan sumber-sumber lain yang berhubungan dengan teori 





BAB IV       Pembahasan 
Bab ini berisikan pemaparan secara teoritis dalam mendapatkan 
hasil penelitian tersebut. 
BAB V         Penutup 






Adapun landasan teori yang digunakan pada skripsi ini adalah. 
2.1 Fungsi Kontinu 
Dibawah akan diberikan definisi dari fungsi kontinu. 
 
Definisi 2.1 (Purcell, 2003): Fungsi ݂ dikatakan kontinu di ܽ ∈ ܦ௙  jika lim
௫→௔
݂(ݔ) = ݂(ܽ) 
Definisi 2.1 di atas secara implisit mensyaratkan tiga hal agar fungsi ݂ kontinu di 
ܽ, yaitu : 
(i).   ݂(ܽ) ada atau terdefinisikan 
(ii). ݂(ݔ)௫→௔௟௜௠   ada, dan 
(iii). ݂(ݔ) = ݂(ܽ)௫→௔௟௜௠  
 
2.2 Fungsi Monoton 
Bagian ini penggunaan turunan akan digunakan untuk mengetahui sifat-sifat 
yang dimiliki suatu fungsi kontinu antara lain kemonotonan serta nilai ekstrim. 
Namun sebelumnya perlu diberikan pengertian secara formal mengenai kemonotonan 
suatu fungsi pada definisi berikut : 
 
Definisi 2.2 (Purcell, 2003): Diberikan fungsi kontinu ݂: ܫ → ܴ dengan interval 
ܫ ⊆ ܴ, maka  
1. Fungsi ݂ dikatakan monoton naik pada interval ݔଵ ≤  ݔଶ ∈ ܫ maka 
݂(ݔଵ)   ݂(ݔଶ).  
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2. Fungsi ݂ dikatakan fungsi monoton naik tegas pada interval ܫ ⊆ ܴ jika 
ݔଵ <  ݔଶ ∈ ܫ maka ݂(ݔଵ) <  ݂(ݔଶ).  
3. Fungsi f dikatakan fungsi monoton turun pada interval ܫ ⊆ ܴ jika ݔଵ ≤  ݔଶ ∈
ܫ maka ݂(ݔଵ) ≥ ݂(ݔଶ). 
4. Fungsi ݂ dikatakan fungsi monoton turun tegas pada interval ܫ ⊆ ܴ jika 
ݔଵ <  ݔଶ ∈ ܫ maka ݂(ݔଵ) >  ݂(ݔଶ). 
Fungsi ݂ kontinu pada interval ܫ ⊆ ܴ, maka kemonotonan fungsi dapat 
diperiksa menganalisis turunan fungsi ݂, secara lengkap diberikan pada teorema 
berikut. 
Teorema 2.1 (Bartle, 1998): Diberikan fungsi kontinu ݂:→ ܴ dengan interval ܫ ⊆ ܴ 
maka  
1. Fungsi ݂ dikatakan monoton naik pada interval ܫ jika dan hanya jika 
݂ᇱ(ݔ) ≥ 0, untuk setiap ݔ ∈ ܫ. 
2. Fungsi ݂ dikatakan monoton turun pada interval ܫ jika dan hanya jika 
݂ᇱ(ݔ) ≤ 0, untuk setiap ݔ ∈ ܫ. 
Selanjutnya, dibahas mengenai nilai ekstrim global dan lokal dari suatu 
fungsi, pembahasan awal perlu diberikan definisi mengenai nilai ekstrim minimum 
global dan minimum lokal. 
Definisi 2.3 (Bartle, 1998): Diberikan fungsi kontinu ݂: ܫ → ܴ dengan interval ܫ ⊆
ܴ, maka 
1. Fungsi ݂ dikatakan memiliki minimum global di ݔ଴ ∈ ܫ jika ∀ݔ ∈ ܫ berlaku 
݂(ݔ) ≥ ݂(ݔ଴). 
2. Fungsi ݂ dikatakan memiliki minimum lokal di ݔ଴ ∈ ܫ jika untuk suatu 
persekitaran ߜ dari ݔ଴ sedemikan sehingga ݂(ݔ) ≥ ݂(ݔ଴) untuk setiap 
ݔ didalam persekitaran tersebut. 
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Maksimum global dan maksimum lokal didefinisikan dengan membalik tanda 
pertidaksamaan pada defenisi 2.3. 
2.3 Kestabilan 
Sebelum pembahasan kestabilan perlu didefinisikan titik ekuilibrium, sebagai 
berikut : 
 
Definisi 2.4 (Engwerda, 2005): Diberikan persamaan diferensial order satu yaitu 
̇ݔ = ݂(ݔ) dengan nilai awal ݔ(0) = ݔ଴, sebuah vektor ̅ݔ yang memenuhi ݂(̅ݔ) = 0 
disebut titik ekuilibrium. 
Definisi titik ekuilibrium, digunakan untuk memberikan definisi kestabilan 
sebagai berikut : 
 
Definisi 2.5 (Engwerda, 2005): Titik ekuilibrium ̅ݔ dikatakan stabil jika ∀ ߝ >0,∃ ߜ > 0 sehingga ‖ݔ଴ − ̅ݔ‖ < ߜ maka ‖ݔ(ݐ, ݔ଴) − ̅ݔ‖ < ߝ untuk semua ݐ ≥ 0. 
Titik ekuilibrium ̅ݔ dikatakan stabil asimtotik jika ̅ݔ merupakan titik stabil dan 
∃ ߜ > 0 sehingga lim௧→ஶ‖ݔ(ݐ, ݔ଴) − ̅ݔ‖ = 0 memenuhi ‖ݔ଴ − ̅ݔ‖ < ߜ. 
Untuk kasus lain titik ̅ݔ dikatakan tidak titik stabil jika tidak memenuhi 
definisi kestabilan. 
 
2.4 Permainan Dinamis Non-Kooperatif untuk Waktu Tak hingga 
Permainan dua pemain dengan para pemain memberikan kendali pada 
persamaan diferensial sistem dinamik  
̇ݔ(ݐ) = ܣݔ(ݐ) + ܤଵݑଵ(ݐ) + ܤଶݑଶ(ݐ), ݔ(0) = ݔ଴,                         (2.1) 
Para pemain meminimalkan dalam arti Nash 
ܬ௜൫ݔ଴ ,ݑଵ ,ݑଶ, ௙ܶ൯ = ∫ ൛ݔ்(ݐ) ௜ܳݔ(ݐ) + ݑ௜்(ݐ)ܴ௜௜ݑ௜(ݐ) + ݑ௝்(ݐ) ௝ܴ௝ݑ௝(ݐ)ൟ்೑଴ ݀ݐ, ݆ ≠ ݅(2.2)
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Pada bagian ini dibahas untuk kasus waktu tak hingga, yaitu fungsi tujuan 
memenuhi kriteria  
ܬ௜(ݔ଴ ,ݑଵ,ݑଶ) = lim்೑ିஶ ܬ௜ (ݔ଴,ݑଵ,ݑଶ, ௙ܶ) dengan ݅ = 1,2. 
Fungsi tujuan permainan ini memenuhi asumsi ௜ܳ  dan ܴ௜௜ adalah matriks 
simetris dan ܴ௜௜  adalah definit positif, untuk ݅ =  1,2. Selanjutnya akan dicari fungsi 
kendali ݑ௜ = ܨ௜ݔ, dengan ܨ௜ ∈ ℝ঍೔×঎, ݅ = 1,2 dan (ܨଵ,ܨଶ) adalah anggota ℱ ={ܨ = (ܨଵ,ܨଶ)|ܣ + ܤଵܨଵ + ܤଶܨଶ ݏݐܾ݈ܽ݅}, yang memenuhi definisi berikut 
Definisi 2.6 (Engwerda, 2005): Ekulibrium linier (ܨଵ∗,ܨଶ∗) ∈ ℱ disebut ekuilibrium 
linier umpan balik Nash jika memenuhi perrtidaksamaan ܬଵ(ݔ଴,ܨଵ∗,ܨଶ∗) ≤
ܬଵ(ݔ଴ ,ܨଵ,ܨଶ∗) dan ܬଶ(ݔ଴,ܨଵ∗,ܨଶ∗) ≤ ܬଶ(ݔ଴,ܨଵ∗, ܨଶ) untuk setiap ݔ଴ dan untuk setiap 
matriks state umpan balik ܨ௜, ݅ = 1,2 sedemikian sehingga (ܨଵ,ܨଶ∗) dan (ܨଵ∗, ܨଶ) ∈ ℱ. 
Masalah dua pemain ekuivalen dengan masalah linier kuadratik biasa, 
sehingga untuk masalah waktu tak hingga dapat diberikan persamaan aljabar Riccati 
sebagai berikut 0 = −(ܣ − ܵଶܭଶ)்ܭଵ − ܭଵ(ܣ − ܵଶܭଶ) + ܭଵ ଵܵܭଵ − ܳଵ − ܭଶܵଶଵܭଶ          (2.3) 0 = −(ܣ − ܵଵܭଵ)்ܭଶ − ܭଶ(ܣ − ܵଵܭଵ) + ܭଶܵଶܭଶ − ܳଶ −ܭଵܵଵଶܭଵ,         (2.4) 
Vektor kendali permainan dapat diperoleh jika dan hanya jika persamaan 
aljabar Riccati (2.3)-(2.4) memiliki solusi (ܭଵ,ܭଶ), yang menyebabkan ܣ − ܵଵܭଵ −
ܵଶܭଶ menjadi stabil. Hal ini dibahas pada teorema berikut : 
Teorema 2.2 (Engwerda, 2005): Misalkan (ܭଵ ,ܭଶ) adalah solusi simetris persamaan 
(2.3) dan (2.4) dan didefinisikan ܨ௜∗ = −ܴ௜௜ିଵܤ௜்ܭ௜ untuk ݅ = 1,2 maka (ܨଵ∗,ܨଶ∗) 
adalah ekuilibrium umpan balik Nash. Selanjutnya fungsi tujuan akhir untuk pemain 
ke-݅ adalah ݔ଴்ܭ௜ݔ଴, ݅ = 1,2. Sebaliknya, jika (ܨଵ∗,ܨଶ∗) adalah ekuilibrium umpan 
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balik Nash, maka terdapat (ܭଵ ,ܭଶ) adalah solusi simetris persamaan (2.3) dan (2.4) 
sehingga ܨ௜∗ = −ܴ௜௜ିଵܤ௜்ܭ௜ untuk ݅ = 1,2. 
Bukti : 
Pertama akan dibuktikan untuk pemain pertama, diketahui ܨଶ∗ = −ܴଶଶିଵܤଶ்ܭଶ dengan 
ܭଶ adalah solusi persamaan diatas. Jika ݑଶ = ܨଶ∗ݔ maka ݑଶ் = ݔ்ܨଶ∗. 
Selanjutnya diketahui sistem dinamik ̇ݔ = ܣݔ + ܤଵݑଵ + ܤଶݑଶ, maka sistem dinamik 
setelah diberi kendali umpan balik adalah 
̇ݔ = ܣݔ + ܤଵݑଵ + ܤଶݑଶ = ܣݔ + ܤଵݑଵ + ܤଶܨଶ∗ݔ = ܣݔ + ܤଶ(−ܴଶଶିଵܤଶ்ܭଶ)ݔ +
ܤଵݑଵ = (ܣ − ܵଶܭଶ)ݔ + ܤଵݑଵ, dengan ݔ(0) = ݔ଴,  
Fungsi tujuan yang akan diminimalkan pemain pertama yaitu  
ܬଵ(ݔ଴ ,ݑଵ ,ܨଶ∗)  = න{ݔ்ܳଵݔ + ݑଵ்ܴଵଵݑଵ + ݑଶ்ܴଵଶݑଶ}݀ݐஶ
଴
 
= න {ݔ்ܳଵݔ + ݑଵ்ܴଵଵݑଵ + ݔ்ܨଶ∗்ܴଵଶܨଶ∗ݔ}݀ݐஶ
଴
 
= න {ݔ்(ܳଵ + ܨଶ∗்ܴଵଶܨଶ∗)ݔ + ݑଵ்ܴଵଵݑଵ}݀ݐஶ
଴
 
Sistem dinamik permainan fungsi objektif di atas dapat dipandang sebagai 
masalah kendali optimal linier kuadratik biasa. Sehingga dapat diberikan persamaan 
aljabar Riccati sebagai berikut :  0 = −(ܣ − ܵଶܭଶ)்ܭଵ − ܭଵ(ܣ − ܵଶܭଶ) + ܭଵܵଵܭଵ − (ܳଵ + ܨଶ∗்ܴଵଶܨଶ∗)  0 = −(ܣ − ܵଶܭଶ)்ܭଵ − ܭଵ(ܣ − ܵଶܭଶ) + ܭଵܵଵܭଵ − (ܳଵ − ܭଶܤଶܴଶଶିଵܴଵଶܤଶ்ܭଶ) 0 = −(ܣ − ܵଶܭଶ)்ܭଵ − ܭଵ(ܣ − ܵଶܭଶ) + ܭଵܵଵܭଵ − ܳଵ − ܭଶܵଶଵܭଶ,            (2.5) 
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Dengan persamaan (2.5) memiliki solusi ܭଵ, maka diperoleh vektor kendali 
permainan pertama yaitu ݑଵ∗ = −ܴଵଵିଵܤଵ்ܭଵݔ dengan ܨଵ∗(ݐ) = −ܴଵଵିଵܤଵ்ܭଵ sebagai 
ekuilibrium umpan balik Nash. 
Selanjutnya, berdasarkan masalah kendali optimal linier kuadratik biasa, maka 
fungsi tujuan akhir optimal untuk pemain pertama dengan kendali yang diperoleh 
adalah ܬଵ = ݔ଴்ܭଵ(0)ݔ଴. 
Secara sama untuk pemain kedua berdasarkan sistem dinamik dan fungsi 
objektif yang bersesuaian dapat dibentuk persamaan aljabar Riccati yaitu : 0 = −(ܣ − ܵଵܭଵ)்ܭଶ − ܭଶ(ܣ − ܵଵܭଵ) + ܭଶܵଶܭଶ − ܳଶ − ܭଵ ଵܵଶܭଵ.            (2.6) 
Berdasarkan persamaan di atas memiliki solusi ܭଶ(ݐ), maka diperoleh vektor 
kendali pemain kedua ݑଶ∗ = −ܴଶଶିଵܤଶ்ܭଶݔ, dengan ܨଶ∗(ݐ) = −ܴଶଶିଵܤଶ்ܭଶ(ݐ) sebagai 
ekuilibrium umpan balik Nash. Sehingga nilai optimal untuk fungsi objektif adalah  
ܬଶ = ݔ଴்ܭଶ(0)ݔ଴. 
Diasumsikan (ܨଵ∗,ܨଶ∗) ∈ ℱ adalah ekuilibrium umpan balik Nash. Selanjutnya 
berdasarkan definisi dipenuhi : 
 ܬଵ(ݔ଴,ܨଵ∗, ܨଶ∗) ≤ ܬଵ(ݔ଴,ܨଵ,ܨଶ∗) dan ܬଶ(ݔ଴ ,ܨଵ∗,ܨଶ∗) ≤ ܬଶ(ݔ଴,ܨଵ∗,ܨଶ). 
Akan ditunjukkan ada (ܭଵ(ݐ),ܭଶ(ݐ)) solusi (2.3)-(2.4) dengan 
ܨ௜
∗(ݐ) = −ܴ௜௜ିଵܤ௜்ܭ௜.  
Untuk pemain pertama diketahui ܨଶ∗ yang memenuhi ݑଶ∗(ݐ) = ܨଶ∗ݔ(ݐ). Maka 
sistem dinamik pemain pertama menjadi ̇ݔ = ܣݔ + ܤଵݑଵ + ܤଶܨଶ∗ݔ dengan fungsi 
objektif berikut : 





Dapat dibentuk persamaan Riccati  0 = −(ܣ − ܤଶܨଶ∗)்ܭଵ −ܭଵ(ܣ + ܤଶܨଶ∗) + ܭଵܵଵܭଵ − (ܳଵ + ܨଶ∗்ܴଵଶܨଶ∗).          (2.7) 
Disubstitusikan ܨଶ∗(ݐ) = −ܴଶଶିଵܤଶ்ܭଶ dengan ܨଶ∗்(ݐ) = −ܭଶܤଶܴଶଶିଵ ke 
persamaan (2.7) diperoleh  
−(ܣ + ܤଶ(−ܴଶଶିଵܤଶ்ܭଶ))்ܭଵ − ܭଵ൫ܣ + ܤଶ(−ܴଶଶିଵܭଶ)൯ + ܭଵ ଵܵܭଵ − ൫ܳଵ +(−ܭଶܤଶܴଶଶିଵ)ܴଵଶ(−ܴଶଶିଵܤଶ்ܭଶ)൯ = 0  
 −(ܣ − ܵଶܭଶ)்ܭଵ − ܭଵ(ܣ − ܵଶܭଶ) + ܭଵ ଵܵܭଵ − ܳଵ − ܭଶܵଶଵܭଶ = 0,               (2.8) 
Maka dapat diperoleh ܭଵ sebagai solusi dari persamaan (2.8) sehingga 
 ܨଵ∗(ݐ) = −ܴଵଵିଵܤଵ்ܭଵ. 
Selanjutnya untuk pemain kedua, diketahui ܨଵ∗ dengan ݑଵ∗(ݐ) = ܨଵ∗ݔ(ݐ). Maka 
sistem dinamik pemain pertama menjadi ̇ݔ = ܣݔ + ܤଵܨଵ∗ݔ + ܤଶݑଶ, dengan fungsi 
objektif yang bersesuaian dapat dibentuk persamaan aljabar Riccati berikut : 
0 = −(ܣ− ܤଵܨଵ∗)்ܭଶ −ܭଶ(ܣ+ ܤଵܨଵ∗) + ܭଶܵଶܭଶ − (ܳଶ + ܨଵ∗்ܴଶଵܨଵ∗                     (2.9) 
Substitusikan ܨଵ∗(ݐ) = −ܴଵଵିଵܤଵ்ܭଵ dan ܨଵ∗்(ݐ) = −ܭଵܤଵܴଵଵିଵ ke persamaan 
(2.9) diperoleh  
−(ܣ + ܤଵ(−ܴଵଵିଵܤଵ்ܭଵ))்ܭଶ − ܭଶ൫ܣ + ܤଵ(−ܴଵଵିଵܭଵ)൯+ ܭଶܵଶܭଶ − ൫ܳଶ +(−ܭଵܤଵܴଵଵିଵ)ܴଶଵ(−ܴଵଵିଵܤଵ்ܭଵ)൯ = 0  
−(ܣ − ܵଵܭଵ)்ܭଶ −ܭଶ(ܣ − ܵଵܭଵ) + ܭଶܵଶܭଶ − ܳଶ −ܭଵܵଵଶܭଵ = 0,                     (2.10) 
Maka dapat diperoleh ܭଶ sebagai solusi dari persamaan (2.10) sehingga 
 
ܨଶ




Metodologi penelitian yang penulis gunakan adalah studi literatur dengan 
langkah-langkah sebagai berikut : 
 
1) Menentukan persamaan aljabar Riccati. 
2) Menyelidiki Eksistensi solusi persamaan aljabar Riccati. 
3) Menyelidiki Eksistensi dan ketunggalan kendali Nash. 
Langkah-langkah metodologi penelitian di atas dapat digambarkan dalam  
flow chart sebagai berikut : 
 
 











Gambar 3.1 Flow chart  metode penelitian 
MULAI 












 Bab ini akan membahas kendali optimal permainan Non-kooperatif 
kontinu skalar dua pemain dengan strategi Nash berdasarkan teori- teori yang 
berhubungan dengan permasalahan sebagaimana telah dibahas pada bab 
sebelumnya. 
4.1.  Kendali Optimal Umpan Balik Permainan Dinamis Linier Kuadratik 
Dua Pemain Non-Kooperatif Kontinu Skalar 
Pada bab 2 telah diberikan bentuk umum permainan dinamis dua pemain 
untuk waktu tak hingga, vektor kendali optimal dapat diperoleh melalui 
penyelesaian sistem persamaan aljabar Riccati. Selanjutnya pada bagian ini akan 
dibahas untuk kasus skalar, yang didasarkan dari bentuk umum pada bagian bab 2. 
Didefinisikan persamaan diferensial sistem dinamik permainan dua 
pemain (2.1)-(2.2) dengan persamaan aljabar Riccati (2.3)-(2.4). 
Selanjutnya dibentuk sistem permainan non-kooperatif dua pemain untuk 
kasus skalar, dengan mensubstitusikan ܴଵଶ = ܴଶଵ = 0,ܣ = ܽ௜ ,ܤ௜ = ௜ܾ ,ܳ௜ =
ݍ௜ ,ܴ௜௜ = ݎ௜ dan ݏ௜ = ௕೔మ௥೔ , dengan ݅ = 1,2 ke sistem permainan (2.1)-(2.2) diperoleh  
̇ݔ(ݐ) = ܽݔ(ݐ) + ܾଵݑଵ(ݐ) + ܾଶݑଶ(ݐ),   ݔ(0) = ݔ଴                                              (4.1) 
Para pemain meminimalkan dalam arti Nash fungsi objektif 
ܬ௜(ݔ଴,ݑଵݑଶ) = න{ݔ(ݐ)ݍ௜ݔ(ݐ) + ݑ௜(ݐ)ݎ௜ݑ௜(ݐ) + ݑ௜(ݐ)(0)ݑ௜(ݐ)}݀ݐஶ
଴
 
ܬ௜(ݔ଴,ݑଵݑଶ) = න{ݍ௜ݔଶ(ݐ) + ݎ௜ݑ௜ଶ(ݐ)}݀ݐ∞
଴
,    ݅ = 1,2,                               (4.2) 
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Dengan mengambil ݔ௜ = ܭ௜ , berdasarkan persamaan (2.3)-(2.4) maka 
persamaan aljabar Riccati yang bersesuaian adalah sebagai berikut : 
ݏଵݔଵ
ଶ + 2ݏଶݔଶݔଵ − 2ܽݔଵ − ݍଵ = 0                                                 (4.3) 
ݏଶݔଶ
ଶ + 2ݏଶݔଶݔଶ − 2ܽݔଶ − ݍଶ = 0                                                      (4.4) 
Persamaan aljabar Riccati (4.3)-(4.4) akan memiliki solusi (ݔଵ,ݔଶ) yang 
akan menghasilkan vektor kendali Nash, yang dapat menstabilkan sistem 
permainan loop tertutup, ܽ − ݏଵݔଵ − ݏଶݔଶ menjadi stabil atau  
ܽ − ݏଵݔଵ − ݏଶݔଶ < 0                                                                              (4.5) 
Persamaan (4.3)-(4.4) merupakan bentuk khusus dari persamaan berderajat dua 
ܣݔଶ + ܤݔݕ + ܥݕଶ + ܦݔ + ܧݕ + ܨ = 0 
Persamaan (4.3) merupakan persamaan hiperbola pada daerah (ݔଵ,ݔଶ), karena 
untuk ܣ = ݏଵ,ܤ = 2ݏଶ,ܥ = 0,ܦ = −2ܽ,ܧ = 0, dan ܨ = −ݍଵ diperoleh ܤଶ −4ܣܥ = (2ݏଵ)ଶ − 4(ݏଵ)(0) = 4ݏଶଶ > 0. Kondisi ini menunjukkan bahwa 
persamaan (4.3) merupakan sebuah persamaan hiperbola. Selanjutnya berdasarkan 
persamaan (4.3) diperoleh  
ݔଶ = − ݏଵ2ݏଶ ݔଵ + ܽݏଶ + ݍଵ2ݏଶݔଵ , 
Maka asimtot tegak adalah ݔଵ = 0 dan asimtot miring adalah ݔଶ = ௌభଶ௦మ + ௔௦మ, 
sementara pusat hiperbola persamaan pada ቀ0, ௔
௦మ
ቁ. 
Secara sama persamaan (4.4) merupakan persamaan hiperbola pada daerah (ݔଵ,ݔଶ), karena untuk ܣ = ݏଶ,ܤ = 2ݏଵ,ܥ = 0,ܦ = −2ܽ,ܧ = 0, dan ܨ = −ݍଶ 
diperoleh ܤଶ − 4ܣܥ = (2ݏଵ)ଶ − 4(ݏଶ)(0) = 4ݏଵଶ > 0. berdasarkan persamaan 
(4.4) diperoleh  
ݔଵ = − ݏଶ2ݏଵ ݔଵ + ܽݏଵ + ݍଶ2ݏଵݔଶ , 
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Sehingga asimtot datar adalah ݔଶ = 0 dan asimtot miring adalah ݔଵ = ௌమଶ௦భ + ௔௦భ, 
sementara pusat hiperbola pada ቀ௔
௦భ
, 0ቁ. 
Persamaan (4.5) merupakan syarat kestabilan, yang menggambarkan daerah stabil 
dan daerah tak stabil. Umpan balik equilibrium Nash dapat diperoleh dari titik 
perpotongan kedua hiperbola pada daerah kestabilan. Seperti dapat dilihat pada 
contoh berikut : 
Contoh 4.1 : Diberikan persamaan (4.3)-(4.5), dengan ܽ = ܾଵ = ݎଵ = 1,ݍଵ = ଵସ 
dan ݍଶ = ଵହ , dengan  ܽ = 1, ݏଵ = ݏଶ = 1 maka diperoleh persamaan hiperbola 
pertama adalah  
ݔଵ
ଶ + 2ݔଵݔଶ − 2ݔଵ − 14 = 0 
Dengan asimtot tegak ݔଵ = 0, asimtot miring ݔଶ = − ௌభଶ௦మ ݔଵ + ௔௦మ = − ଵଶ ݔଵ + 1 dan 
pusat hiperbola adalah (0,1). 
Sedangkan persamaan hiperbola kedua adalah 
ݔଶ
ଶ + 2ݔଵݔଶ − 2ݔଶ − 15 = 0 
Dengan asimtot datar ݔଶ = 0, asimtot miring ݔଵ = − ௌమଶ௦భ ݔଶ + ௔௦భ = − ଵଶ ݔଶ + 1 dan 
pusat hiperbola adalah (1,0), dengan syarat 1 − ݔଵ − ݔଶ = 0 ⇔ ݔଶ = 1 − ݔଵ, 
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Gambar 4.1: Permainan dengan tiga titik ekuilibrium Nash 
  
 Berdasarkan Gambar 4.1 diperoleh bahwa, kedua hiperbola memiliki 
empat titik potong, satu titik potong berada di daerah tidak stabil dan tiga titik 
potong berada di daerah stabil (daerah arsiran). Maka diperoleh tiga umpan balik 
ekuilibrium Nash yaitu tiga titik potong pada daerah stabil. 
Contoh 4.2: Diberikan persamaan (4.3)-(4.5), dengan ܽ = 0,ܾଵ = ݎଵ = 1,ݍଵ = ଵସ 
dan ݍଶ = ଵହ , dengan  ܽ = 0, ݏଵ = ݏଶ = 1 maka diperoleh persamaan hiperbola 
pertama adalah  
ݔଵ
ଶ + 2ݔଵݔଶ − 14 = 0 
Dengan asimtot tegak ݔଵ = 0, asimtot miring ݔଶ = − ௌభଶ௦మ ݔଵ + ௔௦మ = − ଵଶ ݔଵ dan 




Sedangkan persamaan hiperbola kedua adalah 
ݔଶ
ଶ + 2ݔଵݔଶ − 15 = 0 
Dengan asimtot datar ݔଶ = 0, asimtot miring ݔଵ = − ௌమଶ௦భ ݔଶ + ௔௦భ = − ଵଶ ݔଶ dan 
pusat hiperbola adalah (1,0), dengan syarat −ݔଵ − ݔଶ = 0 ⇔ ݔଶ = −ݔଵ, kedua 
hiperbola dapat dilihat pada gambar berikut : 
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Gambar 4.2: Permainan dengan satu titik ekuilibrium Nash 
 
Berdasarkan Gambar 4.2 diperoleh bahwa, kedua hiperbola memiliki dua 
titik potong, satu titik potong berada di daerah tidak stabil dan satu titik potong 
berada di daerah stabil (daerah arsiran). Maka diperoleh satu umpan balik 
ekuilibrium Nash yaitu titik potong pada daerah stabil. 
Sebelum dibahas berbagai situasi yang berhubungan dengan titik 
ekuilibrium Nash pada permainan ini, maka terlebih dahulu dibahas kondisi-
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kondisi yang berhubungan dengan solusi persamaan aljabar Riccati, teorema 
berikut akan membahas solusi-solusi persamaan aljabar Riccati untuk kasus ݏ =0, dan untuk kasus ݏ ≠ 0 akan dibahas pada bagian selanjutnya. 
Teorema 4.1(Engwerda, 2005): Diberikan persamaan (4.3)-(4.5), diasumsikan 
ݏଵ = 0, berlaku : 
1. Jika ݏଶ ≠ 0 maka terdapat solusi (ݔଵ,ݔଶ) ∈ ℝଶ untuk persamaan (4.3)-(4.5) 
jika dan hanya jika ܽଶ + ݏଶݍଶ > 0. jika kondisi tersebut dipenuhi maka 






2. Jika ݏଶ = 0 maka terdapat solusi (ݏଵ, ݏଶ) ∈ ܴଶ untuk persamaan (4.3)-(4.5) 









1. Diasumsikan ݏଵ = 0 dan ݏଶ ≠ 0 berdasarkan persamaan (4.3)-(4.5) diperoleh  2ݏଶݔଵݔଶ − 2ܽݔଵ − ݍଵ = 0 
ݏଶݔଶ
ଶ − 2ܽݏଶ − ݍଶ = 0 
ܽ − ݏଶݔଶ < 0 
Selanjutnya dari persamaan ݏଶݔଶଶ − 2ܽݔଶ − ݍଶ = 0 diperoleh solusi yaitu  
ݔଶభమ = ܽ ± ඥܽଶ + ݏଶݍଶݏଶ , 
Maka ݔଶభమ = ௔±ඥ௔మା௦మ௤మ௦మ   akan memiliki solusi real jika dan hanya jika 
 ܽଶ + ݏଶݍଶ > 0, 
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Oleh karena itu, kondisi di atas dipenuhi, maka  ݔଶభమ = ௔±ඥ௔మା௦మ௤మ௦మ   
disubstitusikan ke persamaan (4.3) 





















adalah solusi persamaan (4.3)-(4.4) 
Selanjutnya hasil disubstitusikan ke persamaan (4.5). Untuk himpunan 
penyelesaian pertama diperoleh :  
ܽ − ݏଶ ൭
ܽ + ඥܽଶ + ݏଶݍଶ
ݏଶ
൱ = −ඥܽଶ + ݏଶݍଶ < 0 
Untuk himpunan penyelesaian kedua didapat  
ܽ − ݏଶ ൭
ܽ − ඥܽଶ + ݏଶݍଶ
ݏଶ
൱ = −ඥܽଶ + ݏଶݍଶ > 0 
Dari hasil tersebut dapat diambil kesimpulan kembali bahwa penyelesaian 
yang memenuhi persamaan (4.3)-(4.4) adalah 
⎝





2. Diasumsikan ݏଵ = 0 dan ݏଶ = 0 berdasarkan persamaan (4.3)-(4.5)  
diperoleh :   
−2ܽݔଵ − ݍଵ = 0, 
−2ܽݔଶ − ݍଶ = 0, 
ܽ < 0. 
Karena ܽ < 0, maka 
−2ܽݔଵ − ݍଵ = 0 → ݔଵ = − ݍଵ2ܽ 
−2ܽݔଶ − ݍଶ = 0 → ݔଶ = − ݍଶ2ܽ 
Sehingga diperoleh solusi yaitu 
ቀ−
ݍଵ2ܽ ,− ݍଶ2ܽቁ                                                       ∎ 
 
Selanjutnya akan di bahas solusi persamaan aljabar Riccati dengan asumsi  
 ݏଵ ≠ 0, ݅ = 1,2, didefinisikan ݕଵ = ݏଵݔଵ dan ߪଵ = ݏଵݍଵ, ݅ = 1,2, dan diasumsikan 
ߪଵ ≥ ߪଶ. Persamaan (2.3) dan (2.4) dikalikan dengan ݏ௜, ݅ = 1,2 diperoleh 
ݏଵݔଵ
ଶ + 2ݏଶݔଵݔଶ − 2ܽݔଵ − ݍଵ = 0 →  ݏଵଶݔଵଶ + 2ݏଵݏଶݔଵݔଶ − 2ܽݏଵݔଵ − ݏଵݔଵ = 0, 
ݏଶݔଶ
ଶ + 2ݏଵݔଵݔଶ − 2ܽݔଶ − ݍଶ = 0 →  ݏଶଶݔଶଶ + 2ݏଵݏଶݔଵݔଶ − 2ܽݏଶݔଶ − ݏଶݔଶ = 0, 
 
Selanjutnya akan ditunjukan bahwa persamaan (4.3)-(4.5) memiliki solusi (ݔଵ,ݔଶ)߳ ܴଶ jika dan hanya jika persamaan : 
ݕଵ
ଶ − 2ݕଷݕଵ − ߜଵ = 0, ݅ = 1,2                                                                         (4.6) 
ݕଷ = −ܽ + ݕଵ + ݕଶ > 0,                                                                                  (4.7) 
Memiliki solusi (ݕଵ, ݕଶ) ߳ ܴଶ 
Sebelumnya disubtitusikan terlebih dahulu ݕଷ = −ܽ + ݕଵ + ݕଶ 
kepersamaan (4.6), untuk ݅ = 1 diperoleh 
ݕଵ
ଶ − 2(−ܽ + ݕଵ + ݕଶ)ݕଵ + ߜଵ = 0 
ݕଵ
ଶ + 2ܽݕଵ − 2ݕଵଶ − 2ݕଵݕଶ + ߜଵ = 0 
ݕଵ




Maka berdasarka perkalian persamaan (4.3) dengan ߜଵ , diperoleh 
ݏଵ
ଶݔଵ
ଶ + 2ݏଵݏଶݕଵݕଶ − 2ܽݏଵݔଵ − ݏଵݍଵ = 0 ↔  ݕଵଶ − 2ܽݕଵ2ݕଵݕଶ − ߜଵ = 0 
Dapat disimpulakan bahwa persamaan (4.3) akan punya solusi (ݔଵ,ݔଶ)߳ ܴଶ jika dan hanya jika persamaan (4.8) punya solusi (ݕଵ, ݕଶ) ߳ ܴଶ  untuk 
݅ = 2, diperoleh  
 ݕଶଶ − 2(−ܽ + ݕଵ + ݕଶ)ݕଶ + ߜଶ    = 0  
ݕଶ
ଶ + 2ܽݕଶ − 2ݕଵଶ − 2ݕଵݕଶ + ߜଶ = 0 
ݕଶ
ଶ − 2ܽݕଶ + 2ݕଵݕଶ − ߜଶ = 0,                          (4.9) 
Selanjutnya berdasarkan persamaan (4.5), dengan ݕଶ = ݏଶݔଶ dan ߜଶ =
ݏଶݍଶ , maka diperoleh : 
ݏଶ
ଶݔଶ
ଶ + 2ݏଵݏଶݔଵݔଶ − 2ܽݏଶݔଶ − ݏଶݍଶ = 0 ↔  ݕଶଶ − 2ܽݕଶ + ݕଵݕଶ − ߜଶ = 0   
Dapat disimpulkan bahwa persamaan (4.3) akan mempunyai solusi (ݔଵ,ݔଶ)߳ ܴଶ jika dan hanya jika persamaan (4.9) mempunyai solusi (ݕଵ, ݕଶ) ߳ ܴଶ  
Berdasarkan uraian di atas diperoleh hasil bahwa terdapat hubungan antara 
persamaan (4.3)-(4.5) dan persamaan (4.6)-(4.7), sehingga dengan mencari solusi 
persamaan (4.6)-(4.7) maka dapat diperoleh solusi untuk (4.3)-(4.5). untuk solusi 
persamaan (4.6)-(4.7) dibahas dengan Lemma berikut : 
Lemma 4.1: Sistem persamaan (4.6)-(4.7) memiliki solusi jika dan hanya jika 
terdapat ݐଵ, ݐଶ ߳ {−1,1} sehingga persamaan 
ݕଷ + ݐଵඥݕଷଶ − ߜଵ + ݐଶඥݕଷଶ − ߜଶ = ܽ                                                        (4.10) 







Andaikan sistem persamaan (4.6) memiliki solusi, yaitu 
ݕଵ
ଶ − 2ݕଷݕଵ + ߜଵ = 0,   ݅ = 1,2, 
Untuk ݅ = 1 maka ݕଵଶ − 2ݕଷݕଵ + ߜଵ = 0 diperoleh solusi 
ݕଵభమ = 2ݕଷ ± ඥ(2ݕଷ)ଶ − 4ߜଵ2 = ݕଷ ± ටݕଷଶ − ߜଵ 
Untuk ݅ = 2 maka ݕଶଶ − 2ݕଷݕଶ + ߜଶ = 0 diperoleh solusi 
ݕଶభమ = 2ݕଷ ± ඥ(2ݕଷ)ଶ − 4ߜଶ2 = ݕଷ ± ටݕଷଶ − ߜଶ 
Substitusikan ൫ݕଵభమ ,ݕଶభమ൯ ke persamaan (4.7) diperoleh 
ݕଷ = −ܽ + ݕଵ + ݕଶ > 0 
ݕଷ = −ܽ + ݕଷ ± ඥݕଷଶ − ߜଵ + ݕଷ ± ඥݕଷଶ − ߜଶ   ↔  ݕଷ = −ܽ + 2ݕଷ ±
ඥݕଷ
ଶ − ߜଵ ± ඥݕଷଶ − ߜଶ  
→ ݕଷ − 2ݕଷ ± ඥݕଷଶ − ߜଵ ± ඥݕଷଶ − ߜଶ = −ܽ ↔  −ݕଷ ± ඥݕଷଶ − ߜଵ ±
ඥݕଷ
ଶ − ߜଶ = −ܽ  
→ ݕଷ ± ඥݕଷଶ − ߜଵ ± ඥݕଷଶ − ߜଶ = ܽ                                                            (4.11) 
Berdasarkan persamaan (4.11) dapat dilihat terdapat ݐଵ, ݐଶ ߳ {−1,1} sehingga 
diperoleh 
ݕଷ + ݐଵඥݕଷଶ − ߜଵ + ݐଶඥݕଷଶ − ߜଶ = ܽ                                                           (4.12) 




Sekarang akan dibuktikan arah sebaliknya. Andaikan persamaan (4.10) 
memiliki solusi ݕଷ > 0 dengan syarat ݕଷଶ ≥ ߜଵ. Selanjutnya akan dibuktikan 
persamaan (4.6)-(4.7) memiliki solusi (ݕଵ, ݕଶ) ߳ ܴଶ. Berdasarkan persamaan (4.6) 
diperoleh 
Untuk ݅ = 1 → ݕଵଶ − 2ݕଷݕଵ + ߜଵ = 0 memiliki solusi ݕଵభమ = ݕଷ ± ඥݕଷଶ − ߜଵ 
Untuk ݅ = 2 → ݕଶଶ − 2ݕଷݕଶ + ߜଶ = 0 memiliki solusi ݕଶభమ = ݕଷ ± ඥݕଷଶ − ߜଶ 
Karena terdapat ݕଷ > 0  adalah solusi persamaan  (4.10) dengan syarat ݕଷଶ ≥ ߜଵ 
maka ൫ݕଵభమ , ݕଶభమ൯ ada.      
Selanjutnya akan dibahas sifat-sifat dari semua kemungkinan persamaan 
yang dapat dibentuk dari persamaan (4.10), yang berhubungan dengan eksistensi 
dan ketunggalan ekuilibrium permainan. Pembahasan selanjutnya dimulai dengan 
menotasikan ݔ dan ݕଷ dan didefinisikan untuk semua ݔ > 0 dengan syarat 
ݔଶ ≥ ߪଵ, maka dari persamaan (4.10) dengan ݐଵ, ݐଶ ∈ {−1,1} dapat dibentuk 
persamaan-persamaan berikut : 
ଵ݂(ݔ) = ݔ − ඥݔଶ − ߪଵ −ඥݔଶ − ߪଶ,                                                (4.13) 
ଶ݂(ݔ) = ݔ + ඥݔଶ − ߪଵ −ඥݔଶ − ߪଶ,                                                (4.14) 
ଷ݂(ݔ) = ݔ − ඥݔଶ − ߪଵ + ඥݔଶ − ߪଶ,                                                (4.15) 
ସ݂(ݔ) = ݔ + ඥݔଶ − ߪଵ + ඥݔଶ − ߪଶ.                                                (4.16) 
Titik ekuilibrium merupakan perpotongan titik pada grafik ଵ݂(ݔ) dengan ܽ 
pada daerah stabil. Selanjutnya beberapa sifat untuk fungsi ଵ݂(ݔ) dengan ߪଵ > 0 





Lemma 4.2: Diberikan persamaan-persamaan (4.13)-(4.16), dengan ߪଵ > ߪଶ, 
berlaku : 
1. ଵ݂(ݔ) < ଶ݂(ݔ) < ଷ݂(ݔ) < ସ݂(ݔ). 
2. Jika ߪଵ > 0 maka  
(a).  ௜݂(√ߪଵ) = ௜݂ାଵ(√ߪଵ), ݅ = 1,3. 
(b).  ଷ݂(ݔ) mempunyai titik minimum yang tunggal pada ݔ∗ > √ߪଵ. 
3.  Jika ߪଵ < 0 maka 
 (a).  ଶ݂(ݔ) dan ଷ݂(ݔ) adalah fungsi monoton naik. 
    (b).  ଵ݂(ݔ) mempunyai tepat satu titik global maksimum pada ݔ∗ > 0. 
    (c).  Maksimum ଵ݂(ݔ) < ଶ݂(0). 
Bukti : 
1. Diberikan persamaan (4.13)-(4.16) dengan ݔ > 0,ݔଶ ≥ ߪଵ ݀ܽ݊ ߪଵ > ߪଶ, 
maka berlaku hubungan  
ݔ − ඥݔଶ − ߪଵ −ඥݔଶ − ߪଶ < ݔ + ඥݔଶ − ߪଵ − ඥݔଶ − ߪଶ < ݔ −
ඥݔଶ − ߪଵ + ඥݔଶ − ߪଶ < ݔ + ඥݔଶ − ߪଵ + ඥݔଶ − ߪଶ,  
Sehingga terbukti bahwa  
 ଵ݂(ݔ) < ଶ݂(ݔ) < ଷ݂(ݔ) < ସ݂(ݔ).  
 
2. Jika ߪଵ > 0 maka  
(a). untuk ݅ = 1 maka ଵ݂(√ߪଵ) = ଶ݂(√ߪଵ), karena      
ଵ݂൫ඥߪଵ൯ = ඥߪଵ −ට൫ඥߪଵ൯ଶ − ߪଵ −ට൫ඥߪଵ൯ଶ − ߪଶ = ඥߪଵ −ඥߪଵ − ߪଶ 
ଶ݂൫ඥߪଵ൯ = ඥߪଵ + ට൫ඥߪଵ൯ଶ − ߪଵ − ට൫ඥߪଵ൯ଶ − ߪଶ = ඥߪଵ −ඥߪଵ − ߪଶ 
             Untuk ݅ = 3 maka ଷ݂(√ߪଵ) = ସ݂(√ߪଵ), karena 
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              ଷ݂(√ߪଵ) = √ߪଵ − ඥ(√ߪଵ)ଶ − ߪଵ + ඥ(√ߪଵ)ଶ − ߪଶ = √ߪଵ + √ߪଵ − ߪଶ 
              ସ݂(√ߪଵ) = √ߪଵ + ඥ(√ߪଵ)ଶ − ߪଵ + ඥ(√ߪଵ)ଶ − ߪଶ = √ߪଵ + √ߪଵ − ߪଶ 
(b). Diberikan persamaan (4.13) selanjutnya dengan turunan pertama 
diperoleh  
ଵ݂
ᇱ(ݔ) = 1 − ቄଵ
ଶ
(ݔଶ − ߪଵ)ିభమ2ݔቅ − ቄଵଶ (ݔଶ − ߪଶ)ିభమ2ݔቅ  
 = 1− ݔ(ݔଶ − ߪଵ)ିభమ − ݔ(ݔଶ − ߪଶ)ିభమ  
 = 1− ௫
ඥ(௫మିఙభ) − ௫ඥ(௫మିఙమ) < 0.  
Karena ଵ݂ᇱ(ݔ) < 0 maka ଵ݂(ݔ) merupakan fungsi monoton turun. 
Selanjutnya, berdasarkan persamaan (4.14), dengan turunan pertama 
diperoleh  
ଶ݂
ᇱ(ݔ) = 1 + ቄଵ
ଶ
(ݔଶ − ߪଵ)ିభమ2ݔቅ − ቄଵଶ (ݔଶ − ߪଶ)ିభమ2ݔቅ  
= 1 + ݔ(ݔଶ − ߪଵ)ିభమ − ݔ(ݔଶ − ߪଶ)ିభమ  = 1 + ௫
ඥ(௫మିఙభ) − ௫ඥ(௫మିఙమ) > 0.  
Karena ଶ݂ᇱ(ݔ) > 0 maka ଶ݂(ݔ) merupakan fungsi monoton naik. 
Selanjutnya, berdasarkan persamaan (4.16), dengan turunan pertama 
diperoleh  
ସ݂
ᇱ(ݔ) = 1 + ቄଵ
ଶ
(ݔଶ − ߪଵ)ିభమ2ݔቅ + ቄଵଶ (ݔଶ − ߪଶ)ିభమ2ݔቅ  
= 1 + ݔ(ݔଶ − ߪଵ)ିభమ + ݔ(ݔଶ − ߪଶ)ିభమ  = 1 + ௫
ඥ(௫మିఙభ) + ௫ඥ(௫మିఙమ) > 0.  
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(c). Berdasarkan persamaan (4.15), dengan turunan pertama diperoleh 
ସ݂
ᇱ(ݔ) = 1 − 12 (ݔଶ − ߪଵ)ିଵଶ2ݔ + 12 (ݔଶ − ߪଶ)ିଵଶ2ݔ 
   = 1 + ௫(௫మିఙభ)భమ + ௫(௫మିఙమ)భమ > 0.  
 Maka ଷ݂ᇱ(ݔ) = 0 untuk suatu ݔ = ݔ∗ dengan syarat ݔ∗ > √ߪଵ . 
 Selanjutnya dengan uji turunan kedua, jika ߪଵ > ߪଶ dan ݔ∗ > √ߪଵ 
diperoleh : 
ଷ݂
ᇱᇱ(ݔ) = − ൜1(ݔଶ − ߪଵ)ିଵଶ + ݔ ൬−12൰ (ݔଶ − ߪଵ)ିଵଶ2ݔൠ+ ൜1(ݔଶ − ߪଵ)ିଵଶ + ݔ ൬−12൰ (ݔଶ − ߪଵ)ିଵଶ2ݔൠ 
 = −(ݔଶ − ߪଵ)ଷଶ + ݔଶ(ݔଶ − ߪଵ)ଵଶ(ݔଶ − ߪଵ)ଶ + (ݔଶ − ߪଵ)ଷଶ − ݔଶ(ݔଶ − ߪଵ)ଵଶ(ݔଶ − ߪଶ)ଵଶ  
= (ݔଶ − ߪଵ)ଵଶ(ݔଶ − ߪଵ)ଶ (−(ݔଶ − ߪଵ) + ݔଶ) + (ݔଶ − ߪଵ)ଵଶ(ݔଶ − ߪଵ)ଶ ൫(ݔଶ − ߪଵ) − ݔଶ൯ 
ଷ݂
ᇱᇱ(ݔ) = (ݔଶ − ߪଵ)ଵଶ(ݔଶ − ߪଵ)ଶ (ߪଵ) + (ݔଶ − ߪଵ)ଵଶ(ݔଶ − ߪଵ)ଶ (−ߪଵ) > 0 
Diperoleh ଷ݂ᇱᇱ(ݔ∗) > 0, sehingga ଷ݂ᇱ(ݔ) punya minimum pada saat ݔ∗ > √ߪଵ. 
 
3. Jika ߪଵ < 0 maka 
(a) Berdasarkan persamaan (4.14), selanjutnya dengan turunan pertama 
diperoleh 
ଶ݂
ᇱ(ݔ) = 1 + ቄଵ
ଶ
(ݔଶ − ߪଵ)ିభమ2ݔቅ − ቄଵଶ (ݔଶ − ߪଶ)ିభమ2ݔቅ  
= 1 + ݔ(ݔଶ − ߪଵ)ିభమ − ݔ(ݔଶ − ߪଶ)ିభమ  
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= 1 + ௫
ඥ(௫మିఙభ) − ௫ඥ(௫మିఙమ) > 0.  
Karena ଶ݂ᇱ(ݔ) > 0 maka ଶ݂(ݔ) merupakan fungsi monoton naik. 
Selanjutnya, berdasarkan persamaan (4.15) dengan turunan pertama 
diperoleh  
ଷ݂
ᇱ(ݔ) = 1 − ቄଵ
ଶ
(ݔଶ − ߪଵ)ିభమ2ݔቅ + ቄଵଶ (ݔଶ − ߪଶ)ିభమ2ݔቅ  
= 1 − ݔ(ݔଶ − ߪଵ)ିభమ + ݔ(ݔଶ − ߪଶ)ିభమ  = 1 − ௫
ඥ(௫మିఙభ) + ௫ඥ(௫మିఙమ) > 0.  
Karena ଷ݂ᇱ(ݔ) > 0 maka ଷ݂(ݔ) merupakan fungsi monoton naik. 
 
(b). Berdasarkan persamaan (4.13), dengan syarat ߪଶ < 0, maka 
ଵ݂(ݔ) = ݔ − ඥݔଶ − ߪଵ − ඥݔଶ − ߪଶ. 
Dengan turunan pertama diperoleh : 
ଵ݂
ᇱ(ݔ) = 1 − ଵ
ଶ
(ݔଶ − ߪଵ)ିభమ2ݔ − ଵଶ (ݔଶ − ߪଶ)ିభమ2ݔ  
= 1 + ݔ(ݔଶ − ߪଵ)ଵଶ − ݔ(ݔଶ − ߪଶ)ଵଶ 
Maka ଵ݂ᇱ(ݔ) = 0 untuk suatu ݔ = ݔ∗ dengan syarat ݔ = ݔ∗ > 0. 
Dengan uji turunan kedua, jika ݔ∗ > 0 diperoleh : 
ଵ݂
ᇱᇱ(ݔ)  = − 1(ݔଶ + ߪଵ)ଵଶ + ݔଶ(ݔଶ + ߪଵ)ଵଶ − 1(ݔଶ + ߪଶ)ଵଶ + ݔଶ(ݔଶ + ߪଶ)ଵଶ 
= −(ݔଶ + ߪଵ)ଵଶ + ݔଶ(ݔଶ + ߪଵ)ଵଶ(ݔଶ + ߪଵ)ଶ + −(ݔଶ + ߪଶ)ଵଶ + ݔଶ(ݔଶ + ߪଶ)ଵଶ(ݔଶ + ߪଶ)ଶ  
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= (ݔଶ + ߪଵ)ଵଶ(ݔଶ + ߪଵ)ଶ (−(ݔଶ + ߪଵ) + ݔଶ) + (ݔଶ + ߪଶ)ଵଶ(ݔଶ + ߪଶ)ଶ (−(ݔଶ + ߪଶ) + ݔଶ) 
= (ݔଶ + ߪଵ)ଵଶ(ݔଶ + ߪଵ)ଶ (−ߪଵ) + (ݔଶ + ߪଶ)ଵଶ(ݔଶ + ߪଶ)ଶ (−ߪଵ) < 0. 
Diperoleh ଵ݂ᇱᇱ(ݔ∗) < 0. maka ଵ݂(ݔ) akan memiliki nilai maksimum pada 
saat ݔ∗ > 0. 
(c). Berdasarkan persamaan (4.16) dengan syarat ߪଵ < 0, maka 
ସ݂(ݔ) = ݔ + ඥݔଶ − ߪଵ + ඥݔଶ − ߪଶ 
Selanjutnya dengan turunan pertama diperoleh  
ସ݂
ᇱ(ݔ) = 1 + ݔ(ݔଶ − ߪଵ)ଵଶ + ݔ(ݔଶ − ߪଶ)ଵଶ 
Maka ସ݂ᇱ(ݔ) = 0 untuk suatu ݔ = ݔ∗ dengan syarat ݔ = ݔ∗ > 0. 
Selanjutnya dengan uji turunan kedua, jika ݔ∗ < 0 diperoleh 
ସ݂
ᇱᇱ(ݔ) = 1(ݔଶ + ߪଵ)ଵଶ − ݔଶ(ݔଶ + ߪଵ)ଷଶ + 1(ݔଶ + ߪଶ)ଵଶ − ݔଶ(ݔଶ + ߪଶ)ଷଶ 
= (ݔଶ + ߪଵ)ଵଶ − ݔଶ(ݔଶ + ߪଵ)ଵଶ(ݔଶ + ߪଵ)ଶ + (ݔଶ + ߪଶ)ଵଶ − ݔଶ(ݔଶ + ߪଶ)ଵଶ(ݔଶ + ߪଶ)ଶ  
= (ݔଶ + ߪଵ)ଵଶ(ݔଶ + ߪଵ)ଶ (ߪଵ) + (ݔଶ + ߪଶ)ଵଶ(ݔଶ + ߪଶ)ଶ (ߪଶ) > 0 
Diperoleh ସ݂ᇱᇱ(ݔ∗) > 0, maka fungsi ସ݂(ݔ) memiliki minimum pada saat 
ݔ∗ < 0. Berdasarkan turunan pertama, ସ݂(ݔ) = ݔ + ඥݔଶ + ߪଵ + ඥݔଶ + ߪଶ 
merupakan fungsi monoton naik. 
(d). Diketahui fungsi ଵ݂(ݔ) punya solusi maksimum untuk ݔ∗ > 0. 
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ଶ݂(0) = 0 + ඥ0ଶ + ߪଵ − ඥ0ଶ + ߪଶ = ඥߪଵ −ඥߪଶ, 
Sehingga  
ଵ݂(ݔ∗)− ଶ݂(0) = ݔ∗ −ඥ(ݔ∗)ଶ + ߪଵ −ඥ(ݔ∗)ଶ + ߪଶ − √ߪଵ + √ߪଶ < 0, 
Maka diperoleh ଵ݂(ݔ∗)− ଶ݂(0) < 0 ⟺ ଵ݂(ݔ∗) < ଶ݂(0)  
atau maksimum ଵ݂(ݔ) < ଶ݂(0).     
Lemma 4.1 memberikan beberapa hasil yang dapat digunakan untuk membalas 
kondisi-kondisi yang menyebabkan suatu permainan tidak memiliki ekuilibrium 
Nash, memiliki satu ekuilibrium Nash dan memiliki lebih dari satu ekuilibrium 
Nash, hal ini dibahas pada teorema berikut. 
Teorema 4.2 : Diberikan permainan yang memenuhi persamaan (4.11) dan 
(4.12), dengan ߪଵ = ௕೔మ௤೔௥೔ , ݅ = 1,2. diasumsikan ߪଵ ≥ ߪଶ, selanjutnya diberikan 
persamaan ௜݂(ݔ), ݅ = 1,2,3,4, seperti pada persamaan (4.13)-(4.16), maka  
1(a). Jika ߪଵ > 0 dan ߪଵ ≥ ߪଶ, maka permainan memiliki 
 
i. Satu ekuilibrium jika −∞ < ܽ < ݉݅݊ ଷ݂(ݔ). 
ii. Dua ekuilibrium jika ܽ = ݉݅݊ ଷ݂(ݔ). 
iii. Tiga ekuilibrium jika ܽ > ݉݅݊ ଷ݂(ݔ). 
1(b). Jika ߪଵ = ߪଶ > 0, maka permainan memiliki 
 
i. Satu ekuilibrium jika ܽ ≤ √ߪଵ. 
ii. Tiga ekuilibrium jika ܽ > √ߪଵ. 
2(a). Jika ߪଵ < 0 dan ߪଵ > ߪଶ, maka permainan 
 
i. Memiliki satu ekuilibrium jika √−ߪଵ − √−ߪଶ < ܽ ≤ √−ߪଵ +
√−ߪଶ 




iii. Memiliki tiga ekuilibrium jika ܽ > √−ߪଵ + √−ߪଶ. 
2(b). Jika ߪଵ = ߪଶ < 0, maka permainan 
 
i. Memiliki dua ekuilibrium jika 0 < ܽ ≤ 2√−ߪଵ. 
ii. Memiliki tiga ekuilibrium jika ܽ > 2√−ߪଵ. 
Bukti : 
1(a). Jika ߪଵ > 0 dan ߪଵ ≥ ߪଶ berlaku 
i. Karena ଵ݂(ݔ) < ଶ݂(ݔ) < ଷ݂(ݔ), jika ܽ > −∞ dan ܽ < ݉݅݊ ଷ݂(ݔ). 
Maka ܽ hanya akan memotong kurva didaerah stabil dengan 
kurva ଶ݂(ݔ), berarti untuk −∞ < ܽ < ݉݅݊ ଷ݂(ݔ), permainan 
hanya memiliki satu titik ekuilibrium. 
ii. Karena ଵ݂(ݔ) < ଶ݂(ݔ) < ଷ݂(ݔ), jika ܽ = ݉݅݊ ଷ݂(ݔ) maka ܽ akan 
memotong grafik pada daerah stabil yaitu pada ଶ݂(ݔ) dan pada 
ଷ݂(ݔ). Maka untuk ܽ = ݉݅݊ ଷ݂(ݔ) permainan akan memiliki dua 
titik ekuilibrium. 
iii. Karena ଵ݂(ݔ) < ଶ݂(ݔ) < ଷ݂(ݔ) < ସ݂(ݔ), jika ܽ > ݉݅݊ ଷ݂(ݔ), 
maka akan memotong ଶ݂(ݔ) pada daerah stabil, selanjutnya jika 
݉݅݊ ଷ݂(ݔ) pada ݔ∗ > √ߪଵ, untuk ݔ = √ߪଵ berlaku ଷ݂(√ߪଵ) =
ସ݂(√ߪଵ), sehingga untuk ܽ > ݔ∗ > √ߪଵ maka a akan memotong 
grafik ଷ݂(ݔ) dan ସ݂(ݔ) sehingga untuk ܽ > ݉݅݊ ଷ݂(ݔ) akan 
memotong grafik ଶ݂(ݔ), ଷ݂(ݔ), dan ସ݂(ݔ). Sehingga diperoleh tiga 
titik ekuilibrium. 
1(b). Jika ߪଵ = ߪଶ > 0 berlaku 
i. Andaikan ଷ݂(ݔ) punya minimum ݔ∗ > √ߪଵ, jika ܽ ≤ √ߪଵ berarti 
ܽ berada dibawah grafik ଷ݂(ݔ) maka ܽ hanya akan memotong 
grafik ଶ݂(ݔ) pada daerah stabil. Maka untuk ܽ ≤ √ߪଵ permainan 
akan memiliki satu titik ekuilibrium. 
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ii. Andaikan ଷ݂(ݔ) punya minimum ݔ∗ > √ߪଵ, dan memenuhi 
pertidaksamaan ଶ݂(ݔ) < ଷ݂(ݔ) < ସ݂(ݔ) dan untuk ݔ = √ߪଵ, 
memenuhi ଷ݂(√ߪଵ) = ସ݂(√ߪଵ), maka untuk ܽ = ݔ∗ > √ߪଵ, garis 
ܽ akan memotong grafik ଶ݂(ݔ), ଷ݂(ݔ), ସ݂(ݔ). Pada daerah stabil. 
Sehingga untuk ܽ > √ߪଵ permainan akan memiliki tiga titik 
ekuilibrium. 
2(a). Jika ߪଵ < 0 dan ߪଵ > ߪଶ berlaku 
i. Berdasarkan lemma 1 dan ଶ݂(0) = √−ߪଵ − √−ߪଶ, jika ܽ >
݉ܽ݇ݏ ଵ݂(ݔ) dan ܽ ≤ ଶ݂(0), maka ܽ memotong grafik pada 
daerah tidak stabil, sehingga tidak ada titik ekuilibrium. 
ii. Karena ଶ݂(0) = √−ߪଵ − √−ߪଶ dan ଷ݂(0) = √−ߪଵ + √−ߪଶ, jika 
ܽ > ଶ݂(0) dan ܽ < −√−ߪଵ + √−ߪଶ, maka ܽ memotong grafik 
didaerah stabil pada grafik ଶ݂(ݔ), maka permainan akan memiliki 
satu titik ekuilibrium. 
iii. Karena  ଷ݂(0) = √−ߪଵ + √−ߪଶ dan ସ݂(0) = √−ߪଵ + √−ߪଶ, jika 
ܽ > ଷ݂(0) dan ܽ < ସ݂(0), maka ܽ akan memotong grafik ଶ݂(ݔ) 
dan ଷ݂(ݔ) di daerah stabil. Sehinggga permainan akan memiliki 
dua titik ekuilibrium. 
iv. Karena ସ݂(0) = √−ߪଵ + √−ߪଶ, jika ܽ < ସ݂(0) maka ܽ akan 
memotong grafik ଶ݂(ݔ), ଷ݂(ݔ), ସ݂(ݔ) di daerah stabil. Sehingga 
permainan akan memiliki tiga titik ekuilibrium. 
2(b). jika ߪଵ = ߪଶ < 0 berlaku 
i. Berdasarkan bagian 2.a, diketahui bahwa permainan tidak 
memiliki titik ekuilibrium jika ݉ܽ݇ݏ ଵ݂(ݔ) < ܽ ≤ √−ߪଵ −
√−ߪଶ. Selanjutnya untuk ߪଵ = ߪଶ < 0 maka maksimum   ଵ݂(ݔ) 
sebagai berikut :  
 ଵ݂(ݔ) = ݔ − ඥݔଶ − ߪଵ − ඥݔଶ − ߪଶ = ݔ − 2ඥݔଶ − ߪଵ, 
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 Selanjutnya turunan pertama  ଵ݂(ݔ) diperoleh, 
ଵ݂
ᇱᇱ(ݔ) = −൜2(ݔଶ − ߪଵ)ିଵଶ + 2ݔ ൬−12൰ (ݔଶ − ߪଵ)ିଵଶ2ݔൠ 
= −2(ݔଶ − ߪଵ)ଷଶ + 2ݔଶ(ݔଶ − ߪଵ)ଵଶ(ݔଶ − ߪଵ)ଶ  
ଵ݂
ᇱᇱ(ݔ) = 2(ݔଶ − ߪଵ)ିଵଶ(ݔଶ − ߪଵ)ଶ (ߪଵ) 
Karena ߪଵ < 0 maka untuk ݔଵ.ଶ = ±ඥିଷఙభଷ  didapat ଵ݂ᇱᇱ(ݔ) < 0, selanjutnya 
berdasarkan Lemma 4.1,  ଵ݂(ݔ) punya maksimum untuk ݔ > 0, maka  ଵ݂(ݔ) 
punya maksimum untuk ݔ = ඥିଷఙభ
ଷ
 . 
Sehingga nilai maksimum  ଵ݂(ݔ) adalah : 
 ଵ݂(ݔ) = ݔ − 2ඥݔଶ − ߪଵ = ቆඥ−3ߪଵ3 ቇ − 2ඨቆඥ−3ߪଵ3 ቇଶ − ߪଵ = ඥ−3ߪଵ 
Selanjutnya untuk ଶ݂(0)  dengan ߪଵ = ߪଶ < 0 diperoleh   ଶ݂(0) = ඥ−ߪଵ −ඥ−ߪଶ = 0 
Maka 
݉ܽ݇ݏ ଵ݂(ݔ) < ܽ ≤ √−ߪଵ + √−ߪଶ ⇔ ඥ−3ߪଵ < ܽ ≤ 0. 
Permainan tidak punya titik ekuilibrium. 
ii.   Berdasarkan bagian 2.a, permainan akan memiliki ekuilibrium 
jika 




Karena ߪଵ = ߪଶ maka 
−√−ߪଵ + √−ߪଶ < ܽ ≤ √−ߪଵ + √−ߪଶ  
−√−ߪଵ + √−ߪଵ < ܽ ≤ √−ߪଵ + √−ߪଵ  0 < ܽ ≤ 2√−ߪଶ . 
Maka untuk ߪଵ = ߪଶ permainan akan punya dua ekuilibrium jika 0 < ܽ ≤ 2√−ߪଶ . 
iii. Berdasarkan bagian 2.a, permainan akan memiliki tiga 
ekuilibrium jika 
ܽ > √−ߪଵ + √−ߪଶ , karena ߪଵ = ߪଶ maka  
√−ߪଵ + √−ߪଶ = √−ߪଵ + √−ߪଵ = 2√−ߪଵ, diperoleh ܽ > 2√−ߪଵ. 




KESIMPULAN DAN SARAN 
 
Mengakhiri penulisan Tugas akhir ini, penulis dapat menarik  kesimpulan dan 
saran berdasarkan  pembahasan  yang telah dipaparkan pada bab-bab sebelumnya. 
5.1   Kesimpulan 
Berdasarkan penelitian dan pembahasan yang dilakukan pada bab IV, dapat 
disimpulkan  sebagai berikut : 
1. Titik ekuilibrium ̅ݔ dikatakan stabil jika ∀ ߝ > 0,∃ ߜ > 0 sehingga ‖ݔ଴ −
̅ݔ‖ < ߜ maka ‖ݔ(ݐ,ݔ଴) − ̅ݔ‖ < ߝ untuk semua ݐ ≥ 0. Titik ekuilibrium ̅ݔ 
dikatakan stabil asimtotik jika ̅ݔ merupakan titik stabil dan ∃ ߜ > 0 sehingga lim௧→ஶ‖ݔ(ݐ, ݔ଴) − ̅ݔ‖ = 0 memenuhi ‖ݔ଴ − ̅ݔ‖ < ߜ. Untuk kasus lain titik ̅ݔ 
dikatakan tidak titik stabil jika tidak memenuhi definisi kestabilan. 
2. Vektor kendali permainan dapat diperoleh jika dan hanya jika persamaan 
aljabar Riccati (2.3)-(2.4) memiliki solusi (ܭଵ,ܭଶ), yang menyebabkan 
ܣ − ܵଵܭଵ − ܵଶܭଶ menjadi stabil. 
3. Persamaan aljabar Riccati : 
ݏଵݔଵ
ଶ + 2ݏଶݔଶݔଵ − 2ܽݔଵ − ݍଵ = 0                                        
 
ݏଶݔଶ
ଶ + 2ݏଶݔଶݔଶ − 2ܽݔଶ − ݍଶ = 0       
Akan memiliki solusi (ݔଵ ,ݔଶ) yang akan menghasilkan vektor kendali Nash, 
yang dapat menstabilkan sistem permainan loop tertutup ܽ − ݏଵݔଵ − ݏଶݔଶ 




4. Persamaan ܽ − ݏଵݔଵ − ݏଶݔଶ < 0 merupakan syarat kestabilan, yang 
menggambarkan daerah stabil dan daerah tak stabil. Umpan balik Nash dapat 
diperoleh dari titik perpotongan kedua hiperbola pada daerah kestabilan.                                                     
    
5.2  Saran 
 Dalam skripsi ini penulis hanya menggunakan permainan Non-kooperatif 
kontinu dua pemain dengan strategi Nash. Oleh karena itu, penulis menyarankan agar 
pembaca dapat lebih lanjut menemukan strategi-strategi yang lebih optimal dari 
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